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LA TRANSFORMADA DE ZAK
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Resumen: La Transformada de Zak, es una técnica que juega un rol importante en el estudio
del problema de la representación de Gabor en el análisis de señales. La Transformada de Zak
de una señal f puede ser considerada como una generalización de su Transformada de Fourier
discreta; se estudia algunas de sus propiedades, así como su aplicación en la demostración del
Teorema de Balian-Low el cual es un resultado fundamental en el análisis tiempo-frecuencia.
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ZAK TRANSFORM
Abstract: The Zak transforrn is a technique thatplays an important role in studying the
problem of Gabor representation in signal analysis. Tlie Zak transform of a signal .f can be
considered as a generalization of the discrete Fourier transforrn, we study some properties
and its application in demonstrating the Balian-Low theorem which is a fundamental result
in the analysis time-frequency,
Key words: Zak transform, Ortonormal Basis, Frame, Balian-Low Theorem.
1. Introducción
Históricamente, la Transformada de Zak, conocido como la transformada de Weil-Brezin en el análisis
armónico, fue presentado por Gelfand (1950) en su famoso artículo sobre la expansión de funciones
propias asociadas a lOHoperadores de Scluiidillger con potencial periódico. Esta t.ransforrnacióu tarnbióu
era conocida como la.aplicación de Gelfand en la literatura matemática rusa ..Sin embargo, Za.k (1967,1968)
independientemente la redescubrió como la. Tranforrnada k-q, en física del estado sólido para el estudio
de la mecánica. «uántica del movimiento de los electrones en presencia de un campo eléctrico o magnético.
En los últimos años, la Transformada de Zak ha sido ampliamente utilizado en el análisis tiempo-
frecuencia de una señal, así como en el análisis matemático de los sistemas de Caber. En particular,
la Transformada de Zak también ha sido útil para el estudio del problema de la representación Gabor.
donde esta transformación ha sido utilizado con éxito para investigar la ortogonalidad y la integridad de
los frames de Gabor en el caso crítico.
2. La Transformada de Zak
Deflniclón.Sea a E IR , (l. > O, la Trunsfornada de Zak de una función f se denota como Z] y se define
por
Z f(t. w) = vaL", f(ta + ka)e2rriktL.
donde 1;. tu son reales.
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Si ~k If(ta + ka)1 < 00 entonces Zf (t, w) es convergente, otro criterio para la convegencia es asumir que
e
If(ta + ka)1 :::; (1 + Itl)1+E:' E > O
Corolário 1.
La Transfomada de Zak cumple las propiedades de cuasiperiodicidad, es decir:
i) Zf(t+1,w)=Zf(t,w)e-27riW
ii) Zf(t,w + 1) = Zf(t,w)
Demostración.
En efecto,
Zf(t+1,w) ~k f((t + l)a + ka)e2r.ik7fJ
~k: f(ta + (k + 1) a)e27rik1L'
~k f(ta + (k + 1) a)e27ri(k+l)we-27riw
Zf(t,'UJ)e-27fiw
Asimismo
Zf(t,w+1) '\"' f(ta + ka)e2r.ik(w+l) = '\"' f(ta + ka)e2r.;ku(?trik
~k ~k
~k f(ta + ka)c'2r.;!;·1J· = (Zf )(1, w) •




Sea JI.}(Q) = {F: Q --) C(Ó IR) //0./0 lF(t,w)12dt; (he < ex;}.
11.} (Q) etl un espacio de Hilbert con producto interno
j.1 j'](F, G)V(Q) = F(t.lI')G(t, w)dtdw,. o. o
y norma
j.J/.l" '2 '2Ilr 1I1L2(¡Qlj= IF(t. 'IL') 1 dt du:. o o
Demostración.
Esto se prueba verificando que si 11F7I- F1lI1Iv(Q) --) [) cuando /1,111---+ 00: entonces existe FE JL2(Q) tal
que F" -t F cuando '11 ---+ oo .•
Observación:
1.- Sea JH[I = JL2([U.1)). 1HI2 = JL2([0.1)), si {e270;ml} es una base ortouorinal para IHI, = JL2([O,l)) y
{('2r.¡.n1J:} es una base ortononnal para JH[2 = JL2 ([0.1)). entonces (e2"Í'lnt. 10'2";71[1:) e!:iuna base ortonorrnal
para JH[j x 1HI2 = JL2 ([0,1)) X JL'2 ([0,1)) = JL2(Q). Por lo tanto E""n = Em,n(t,7U) = f,27riml ('.27fim./' es una base
ortonorrnal para JL2(Q ).
2.- La aplicación
e!:iun isomorfismo isométrico v además 11f 11., _ =,l- 1'1 111 .
" . ,!u-(lO.) 2" I . ,IV(lRl
Para el siguiente resultado recordemos que si JH[1 y iHI2son espacios de Hilbert. la aplicación U : iHI1 --) JH[2
es un operador unitario. si satisface:
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í) (Uv, Uw) = (v, w) Vv, w E !H[l
ü) U!H[l = !H[2, esto es, para cada V2 E !H[2, V2 = UVI, para algún VI E !H[l.
Además si {en} es una base en !H[l, {Uen} es una base en !H[2 y reciprocamente.
Teorema 3.
La Transformada de Zak es un operador unitario de II.}(IR) sobre JL}(Ql), y además IIZflllL2(Q) = 11f 11JL2(IR)'
Demostración.
Sea i « JI.}(IR); Zf(t,w) = Va Lkf(ta+ka)e27rikW, haciendo
Fk(t, w) = Vaf(ta + ka)e27rikw
entonces




a./ 0./ o If(ta + ka)12Ie27rikW 12 didu:'
a./:./: If(ta + ka)12 dtdw = a./: If(ta + ka)12 dte/: dW)
(debido al teorema de Fubini)
a ./: If(ta, + ka)12 dt
hacemos
t. la. =? dt = adt
t O=?t=O
tI=? t. = a,
se tiene
1," J¡ I'a(J, 11(t + 1,:a.)12 ~ = If(t + ka)12 dt, o n., o
,r: If(t + ka)12 dt < ./:: If(t + ka)12 dt
< ./:: lf(t)¡2 di = I1f 11~2(1R)< oo.
Por lo tanto
Afirmación 2: {Fd kEZ es ortogonal ,
En efecto,
/ Ct'(i' + l.' ) .2r.iku: Cf(t + ) .21Timw)\Van.a e ,va, a 17I·(l,f, 1L2(Q)
a /1 1'1 f(ta + ka)(?7cikw f(ta + ma)e-27rimwdtdw
, o' o
(debido al teorema de' Fubini)
.; [./~ e21TikWf:-21Tilnu:cZw] f(to. + ka)f(ta + 'ma)dt
1·1corno {e2r.·ikw} !:E'Z es ort.ogoual, entonces C27rtl';'IL'C-2"i'll''''d'U' = 0,, o
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Por lo tanto
esto es, {Fd es ortogonal.
Afirmacion 3: 11Zf 111L2«})'= Ilf 1I1L2(1R)
En efecto,
11Z f 11JL2(!Q> )
hacemos
t t + ka =:;, dt = dtt
t o:;, t = ka
t a,:;,t=(k+l)a,
luego
¿k .I::+J)fI If(t)12 dT = ¿k .1:'0+1)0 If(t)12 dt
.llf(t)12 dt = Ilf 11JL2(IR)
Por lo tanto
IIZfliJL2(!Q» = IIfllJL2(IR) •
Corolário 4.
Se t' E E (t) 27rimt 27rinw b t 1 JL?(¡f\\)e .lene que 1II,n = m,H" 'W = e e es una ase or ononna para - '1,[ .
Demostración.
Sea
a-l/2e¿rrí"!f(x-na)" [ (;1' - na)
/\. u.e )
hacemos
:{ - 1/.((. = J: : O::; :{ - no. < a {:=? TIa ::; x < (n + l )« {:=? :f E [1Ia., (n + l)a)
luego
esto es
{c. (T)} = {a-l/2c27ri';f-.T . (e)}
~111.n " 7n.nEZ . y 1'1/1 .. (1'1+11",) . . -r
. 11/,uEL..
por tnuto {(;III,II(:I:) }HI.nEZ ('S HIla base ortonoruial para JL2( IR).
Aflr mación: Ze·m,n(t, w) = EII1.n(t, w)
En efecto,
hacemos
ta + ;¡;o t; tia ::; ta + ka < (n + 1)0. {:=? no. - ka ::; ta < ('1/. + 1)0. -- k:«
{:=? n-k::; t < (n + 1) - k {:=? n-k ::; t < (n - k) + 1
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luego
e21fimt '"" e21fikw X . (t) donde t E [O 1).Lk . [n-k.n-k+1)' ,
Entonces
(Zem,n) (t, w) e21fimt [ + e27ri(n-l)w X [1,2) (t) + e27rinw X [0,1) (t)+
+ 21ri(n+l)w (t) + ]e X [-1,0) .
e21fimt e27rint = E (t w) •
m:n 1
Corolário 5.
Sean a, b > O. Si ab = 1,entonces
Z(EmbTnug)(t, w) = Z(gmb,na)(t, w) = Em,,,(t, 'U!)(Zg)(t, w) Ó Z(g"'b,nuJ = E"",,(Zg)
Demostración.
En efecto,
'"" 1/2E T (t + 1, ) Zti iknuLk a mb "(w.,r¡ ,a i.o, e
'"" al/2e27rimb(ta+ka)g(ta + ka _ na)e21fikw
Lk
LA: al/2e27rimblUe27rimbkug(ta + (k - n)a)e27rkw
LA: al/2e.27ri(k-n)wg(ta + (k - n)a)e27rinWe27rimte27rimk,
(debido a la hipótesis)
(e.27rúnte2r.inw) (L", al/2e.27ri(k-n)wg(ta + (k - 'Il.)a)e27rimk)
(e21rimte2nim,,) (L
k







Z(Ymb.'l/rJ = E,n,,,(Zg) •
3. Aplicaciones de la Transformada de Zak
Teorema 6.
Sean a, b > O tal que ah = 1 Y 9 E ][} (IR) .Eutoncos son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) Existen A, B constantes tales que 0< A ~ IZgl2 ~ B < 00 .
ii) {gmb,nu(X)} = {e27rimbxg(x - na)} es un frame para fL2(IR) con cotas frames A y B.
iii) {gmb,nn.} es un frame exacto para JL2( IR) con cotas frames A: B Y además para cualquier f
E JL2( IR), f =L Cm,nYmb,nn., donde
'1ll'ln
·11
Cm.n = / / (Zf)(t, w) r-27rimte-27rintVdt dio
. o. o (Zy)(t, w)
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Demostración.
i) =} ii) Sea a, b > 0, ab = 1
1l}(1R) U~io JL2(Q)
gmb,na >-------t Zgmb,na
Deseamos probar que, si {gmb,na} es un frame para JL2(1R)si y sólo si {Zgmb,na} es un frame para JL2(Q).
En efecto, sea F E JL2(Q),tenernos que
(F, Zgmb,na) (F, Em,n(Zg)) = J: J: F Em,n(Zg) dtdw = J: J: F (Zg) Em,ndtdw
/ F (Z g), Em n) ,
\ . , JL2(Q)
por consiguiente
¿ . 1/ F(Zg), Ern,n) 12 = IIF(Zg) 11m.n \ JL2(Q)
[1 J1 1F12!Zg!2 dtdw = J1 [11F12IZgl2 dtdw. o o O. o
< B J: J: 1F12 dtdw = B 1IFIIi2(Q) < 00
debido a que {Em,n} es una base ortonormal para JL2(Q), y por el teorema de Parseval,
Analogamente
esto es
Por lo tanto {Z.!JmlJ,na}Cfl un fraiue. esto es, trlmlJ,nn} es un frame para JL2(IR).
ii) =}i) Sabemos que {gmu,nu} es un frame para ll}( IR) con cotas frames A y B si y sólo si {Zgmb,nu} es un





/.1/.1 [1[1 [1[11F12Adtdw = A 1F12 dtdw ::::; 1F121Zg12 dtdw. o. o . O . o . o· o
cnt: IIIe('8
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Por lo tanto
(ii)=.?(iii) Sabemos que si {gmb,na} es un frame exacto si y sólo si es una base de Riesz. Por hipótesis
{gmb,na} es un frame para JI}(lR) con cotas frames A y B, entonces {Zgmb,na} es un frame para JL}(Q),
esto es debido a que Z: JL2(lR) -----7JL2(Q) es un operador unit.ario y 11Zf Ilv(lQ) = 11f Ilv(R)'
Definimos
W : JL2(Q) -----7 JL2(Q)
F 1--+ WF=F(Zg),VFEJL2(IQJ)
Afirmación 1: lV es un Isomorfismo Topológico, es decir W es un Homeómorfismo lineal.




1 J11WFI2 = J1 j1IF(Zg)12 = J1 J11F121ZYl2
o o o . o o o
< IIW Flli2(1Q) < B IlFlli2(1Q) ,
por lo tanto, H: es continua.
Veamos que l·V es inyectiva, esto es, si TVF = ü, entonces probaremos que F = ü.
En efecto, como AllFlli2(1Q) :::;IIWFlli2(Q) = ü entonces 1IFIIi2(Q) = ü si y sólo si F = Ü.
Para. dcuiostrar. que lV es sobrevectiva, recordemos que si se tiene (H. ( )) 1111 espacio de Hilbort , donde
A = {'ua / a El} es una familia ortonorrnal; son equivalentes las siguientes afirmaciones:
a) A es una base ortonormal de H.
b ) Sea x: E H con x j=. 0, entonces :r = L (x, (lo.) 1J.(l' .
u:
c) Sea x: E H con x j=. O,entonces IIxl12= L I(x. Ha)12.(Parseval)
o.
d) Si:¡; E H tal que (:l:o ua) = Opara todo a E 1 entonces .r = O.
Corno {Em,n (t:, tu)} esuna base ortonormal para. ll..2(Q), entonces
IV F TV (L (F: Ern.,,) Em,n) = L W ((F, E11I,n) E",.II)
lVF L(F.E",.,,) TV(E1II . .,,) = L(F:E,".n) ElII,n (Zg)
(L (F, E"",,) Em,n) Z.I¡ = F (Zy).
Por lo tanto: ni es sobreyectiva, luego existe H"- l. Veamos que n'- 1 es continua: esto es
Sea e E i/(Q) : w-1 (e) E ll}(Q) entonces en
A lIelli2(:L;!) :::;IIWelli'2(<(f) < B Ilelli2(Q)
tomando l/v-le por e, se tiene
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De esta manera se tiene que W es un isomorfismo topológico .
Afirmación 2: T'V Em,n(t, '1.0) = Zgmb,na(t, w)
En efecto, tornemos en JL2 (Q) la base base ortonorrnal {Em,n (t, w)}, entonces
esto es por definición de W y Z(gmb,na) = Em,n(Zg).
Por lo tanto {ZYmb,na(t,w)}'rn,nEZ es una base de Riesz para JL2(Q), si y sólo si, {Ymb,na} es una base de
Riesz en JL2(lR) o equivalentemente {gmb,na} es un frame exacto para JL2(lR), puesto que JL2(lR) es un
espacio de Hilbert Separable.
(iii)=?(ii) Inmediato. Ahora probaremos que
Cm,n = /,1 /,1 (Zf)(t,w) e-2rrimte-2rrinwdtdw





2(Zf) IZgl : "11 E JL2(lR) : donde S es el operador frame con respecto al frame
Sf = 2:= (1, g'rnu,nu) gmb,na
1'n,n
entonces
Z(Sf) 2:= (l, gmb,no) Zgmb,na = 2:= (l, gmb,na) Em,n(Zg)
1Jt..n 71/..'It
pues la Transformada de Zak preserva norma y producto interno.
Z(Sf)
como







(Zg)(Zf)(Zg) = (Zf) IZr;12
debido a que {E,,,,,} es una base ortonorrnal para JI.}(Q),






Z(S-I l) = Zf,
, IZg!2
En particular, tomando 1= .rJ en la relación (1): obtenemos
(( 1))
Z(S-l() = Z.Il =_1
u IZc 12 Za.'J "





9 = S-1g es el dual de g.
Finalmente para todo i « JI}(IR), f =L \!, S-lgmb,na) gmb,na: entonces
m)n
Cm,n (f, S-lgmb,7la.) = (f, gmb,na) = (Z l.Zgmb,na)
(Zj, (Em,,,)(Zg)) = (Zf, Em,n (;J)
( Zz! , E.m.n)
!J 'JL2 (1Qi)
/
.1 /,1 Zf(t w)
Z (' ) Em,,,(t, w)dt dui .
. o' o 9 t, w
Por lo tanto
1 1 .
Cmn = / / Zj(t,W)e-2TCimt e-2r.inu; dt du: •, o o Zg(t,w)
Ohservación:
1.- La relación
(Zgkb.lo., Zgmb,na.) /~ /~ Zgkb,laZgmb.nndtdw = /~ /~ «:«, w)ZgEm,n(t, w)Zgdid-w
[1/1 e.:«.w)Em,n(t, 'tU) IZgl2 didu:, o o
implica que {Zgmb.na} ( y consecuentemente {gmb,no} ), es ortonorrnal si y sólo si IZgl = 1, en casi todo
punto.
En efecto, si {Zg'lIlb,nu} es ortonormaL esto es {Zgmb,IIu.} es ortogonal y IIZgmb,na 11 = 1= IIZgll, entonces
k = In, 1 = n, luego
(Zgkb.ln, Zgmb,n,,) /,1 [1 :<:<IIZgmb,nall= 1= IEm,ll(t,w)1 IZgl didio. o' o
1 /
,.1 [1
!Zg12 dt du: ,
, o' u
Por lo tanto, IZql -= 1 en casi todo punto,
Reciprocainente, si IZgl = 1 en casi todo punto, entonces
/,1/,1 /,1;,1E1d(t, 'Lu)Enl.11(i, 'LU) IZgl2 dt: ilu: = E/,:,¡(t,w)Em.n(t, w)dtdw,, o' o ' o' o
Pero, {Em,,,} es una base ortonorrnal. paralI}(Q), entonces
;
'! ;,1 ;,1;,1 /,1/'[
Ek,/(t, w)Em,n(t,w)(lt.dw ,,= IE1/I:n(t. '1/')12 (Ud1/! .= didu. = 1
. o' o . o' o ' o' o
esto es
Además; {g"'b.nu} es completa si y sólo si (Zg) =f. O en casi todo punto,
En efecto
(f' 9 ) = (Zt' Zo ) = ((Zf)(Z(J) E ).' inb.u.a. <, :;J1n.h:11(/' .' .'.J: 171.. n
Sil pongamos C[lW (f,9mb,na) = O. para todo m, n E 1:, esto es
(.t, grnIJ,n,,) = ((Zf)(Zg), Em,n) = O
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y como {Em.n} es un frame (por ser una base ortonormal) entonces (Z f) (Z g) = O,Ycomo Z 9 #- Oen casi
todo punto, se tiene que Z f = O, luego f = O. Por lo tanto {gmb,na} es completa.
2.- La anterior observación indica que si 9 es una función que es regular o de decaimiento muy rápido, esta
no puede generar un frame cuando ab = 1. Esto queda establecido precisamente en el siguiente teorema.
Teorema 7 (Balian-Low).
Sea 9 E JI.}(IR) Y a,b > O con ab = 1. Si 9 genera un frame para JI.}(IR), entonces Jx2Ig(x)12dx 00
ó J e Ig(~)12 d~ = 00 es decir xg (x) Ó ~ g(~) no estan en JL2( IR).
Demostración.
Supongamos que {gm,n} es un frame. Se tiene que
y como Z es unitario, entonces
O < A:; IZg(s,t)12:; B < oo.
Los vectores Irames duales Dm.r¡ est.an dados por Dm.n = (F* F)-l gm.n' Luego desd(·~que Z (F*F) Z-l es




IZg (s, t)1-2 c'21rim'c-27ritn (Zg) (s: t)
e2-rrim8e-27ritn [Z 9 (s, t)] -1
de esto se tiene
- () 27rimx - ( ) Z- 1gm.n x = e . 9 x-n . con 9 = =.
Zg
Ahora supongamos que J ;¡;2Ig(x)!2 dx < ex) ó J ~21?J(OI2d~ < ex. es decir que Qg: Pg E L2 (IR) .entonces se
tiene que Ds (Zg), DI (Zg) E L2 ([O: 1]2) .
Por consiguiente
e.z: (Z.!J) -2 o"Zq y., .J
OtZg (Zg) -2 OtZg
( 2) -estan en L2 [0.11 ; por lo tanto Q(], P7jE L2(IR).
Se tiene que
(Z- Z \g: g7)/.n/
11/.1 Zy (8: t). o . o
6.,,.,0 6no
de manera análoga se tiene
Como Qg, Pg E L2 (IR) Y {gm.n}, {gm,n} constituyen frames duales, se tiene
(Qg, p.Cj) = L (Qg, i.;: (gm.", Pg)
11l-.1J
pero
(Qg. g,n,n) ./ :r;g (:r:) c···2",.,n1' 9 (:r: - n)d:r:
(g-m,-n' Qg) ,esto dehido a que (g ..glll.[/.) = 8",0 ()fI()
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de manera análoga
por consiguiente
(Qg, Pg) =L (Pg, g-m,-n) (g-m.,-n, Q?J)= (Pg, Q?J)
m,n
donde el último término esta bien definido pues Pg, Qg E L2 (R) .
Pero (Qg, Pfj) = (Pg, Q!i) , es una contradicción, veamos sean dos funciones h, 12 satisfaciendo
Ifj (x)1
Ijj (01
< C (1 + x2) -1 ,y
< C(l+e)-l
entonces ::;etiene
(Qh,Ph) J :1: h (X) i f~(X) dx
- J i [x [: (x) + i, (x)] 12(x) dx
-i (h, 12)+ (Pf1, Qh)·
Por otro lado, desde que Pg, Qg E L2 (R) . existen gIL satisfaciendo
Ign (x)1
l!in (01
1< C¿ (1 + x2) - , y
< C,,(1+er1
n
tal que lím gn = g, lím Pp.; = Pg, lím Qgn = Qg (se puede tomar por ejemplo gn ¿ (g, Hk) Hk,
11. --t 00 n ---r oc 11, ----7 oo k=o
donde H¿ son las funciones de Hermite). Una similar sucesión !in puede ser construida para gn, entonces
(Pg, Qfj) lím (Pgn, Qgn)
11,--+00
Iíui [(Qgn, Pg;,) + i (9", gn)]
'Y/,---*oo
(Qg, Py) + i (y, y)
pero COUlO (Q.q,P7j) = (Pq,Q7j), entonces (q,7j) = O lo cual es 1\Ui-\. collh"aclicci(íll puesto quc (q.!j) = 1.
4. Conclusiones
Resumiendo los resultados anteriores, para 9 E 1I.}(R) se tiene que:
i) Si ab > L es imposible que {.rlmb,Tlo} sea. un frarne para ]L2(R).
ii) Si ab = L entonces{g,,,Ii.lw}puede ser un trame para ]L2( R), pero .9 no puede ser una función regular
o de decaimiento muy rápido.
iii} Si O < ob < L outonccs {9mlJ,n.n} pucck: ser 1Ul Irainr para ]L¿(lR): con una Ll1H'll1"\ Oudícula 1111"\(h"c
para .q. D<~hecho, .q puede ser infinit auiouto diforcuciablc con sopork compacto.
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